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ABSTRAKT 
Tato bakalářská práce se zabývá stanovením životnosti při cyklickém víceosém zatěžování. 
Její znalost je potřebná pro správný návrh většiny strojních součástí. V práci je uveden 
stručný popis únavového procesu v materiálech, který je důsledkem cyklického zatěžování. 
Jsou zde popsána jednotlivá únavová kritéria pro případ jednoosého a víceosého zatěžování. 
Z velkého počtu multiaxiálních kritérií jsou vybrána kritéria napěťová a energetická. 
ABSTRACT 
This bachelor's thesis focuses on determination of lifetime of material under multiaxial cycle 
loading. This knowledge is important for a good design of the most machine parts. The thesis 
includes a short description of the proces of material fatigue, which is consequence of cyclic 
loading. It contains fatigue criteria for the case of uniaxial and multiaxial loading too. From a 
large number of multiaxial criteria are chosen energy-based and stress-based models. 
KLÍČOVÁ SLOVA 
Víceosá únava, životnost, víceosá kritéria. 
KEYWORDS 
Multiaxial fatigue, life prediction, multiaxial criteria. 
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1. ÚVOD 
Únava materiálu je nejčastějším provozním mezním stavem reálných strojních konstrukcí. 
Historicky první pozorovaný výskyt únavových lomů je datován do doby vzniku cyklicky 
namáhaných součástí, např. os železničních vagónů, a od té doby je snaha na základě 
mechanických charakteristik stanovit odezvu materiálu na únavu [1]. Únavový proces je 
velmi složitý, ovlivňuje ho řada faktorů. Proto pro návrh i provoz konstrukcí je nutno mít co 
nejspolehlivější odhady únavové životnosti s cílem zabezpečit jejich spolehlivý provoz. Ve 
většině případů je těleso zatěžováno multiaxiálně, a proto by měla být multiaxiální kritéria 
únavové životnosti nedílnou součástí návrhu strojních konstrukcí. Výzkum únavy se však 
doposud zaměřoval spíše na případ jednoosé únavy, která je po stránce teoretického popisu a 
experimentálního výzkumu méně náročná. Multiaxiální únava je tedy ještě ne zcela 
probádaná a v současné době se stává dynamicky se rozvíjející vědní oblastí. 
Bakalářská práce má čtyři části: První část obsahuje základní popis chování materiálu při 
cyklickém zatěžování, druhá část je věnována stručnému přehledu posuzovaní životnosti při 
jednoosém namáhání. Třetí a čtvrtá část se zabývá multiaxiálním únavovým namáháním a 
popisem používaných multiaxiálních kritérií. 
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2. ÚNAVA MATERIÁLU 
Při provozu strojních součástí, které jsou vystaveny časově proměnným zatížením, může dojít 
k porušení, i když maximální napětí je menší než mez kluzu materiálu. Tento jev se nazývá 
únava materiálu. Příčinou únavového poškozování, které končí únavovým lomem, je 
kumulace poškození střídavou pružně plastickou deformací, tzn., že k poškozování přispívá 
každý cyklus. Jednotlivé cykly nemusí mít velký vliv na porušení materiálu, ale jejich 
posloupnost už může způsobit lom [2]. 
Únava materiálu významně ovlivňuje životnost strojních konstrukcí, uvážíme-li, že většina 
z nich je namáhána proměnným zatěžováním. V některých případech vede i k tragickým 
katastrofám, jako např. havárie tryskových letadel Comet (obr. 2.1, 2.2) [3].  
 
 
 
Obrázek 2.1: Letadlo Comet IV B 
 
 
 
 
Obrázek 2.2: Trhlina trupu letadla vzniklá při zkouškách na zkušebním pracovišti 
2.1. Charakteristické veličiny zatěžování 
Podle časových průběhů lze charakteristické veličiny dělit do dvou hlavních skupin, a to na 
stochastické (náhodného typu) a deterministické (vykazují ve svém průběhu nějakou 
zákonitost) [2]. Deterministické můžeme dále rozdělit podle různých časových průběhů 
Podrobněji se budeme zabývat periodickým průběhem, konkrétně harmonickým.   
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Čistě harmonický časový průběh se vyskytuje v praxi výjimečně a jeho použitelnost je 
omezená, ale je možno na něm jednoduše definovat charakteristické veličiny pro proměnné 
zatěžování. Časový průběh považujeme za harmonický, jestliže dále uvedené parametry 
zůstávají v průběhu děje konstantní.  
 
Harmonický časový průběh napětí: σሺtሻ ൌ  σୟsinωt ൅ σ୫. 
 
Parametry harmonického zatěžování (obr. 2.3) :  
 
- úhlová rychlost: ω ൌ ଶ஠
T
ൌ 2πf, kde  f je frekvence a T je perioda kmitu 
 
- střední napětí σ୫ ൌ
஢౞ା ஢౤
ଶ
, kde σ୦ je horní napětí a σ୬ je dolní napětí 
 
- amplituda napětí σୟ ൌ
஢౞ି ஢౤
ଶ
ൌ ∆஢
ଶ
, kde ∆σ je rozkmit napětí 
 
- koeficient nesouměrnosti cyklu R ൌ ஢౤
஢౞
 
 
 
 
Obrázek 2.3: Znázornění harmonického zátěžného cyklu 
 
Cykly harmonického zatěžování lze rozdělit v závislosti na parametru R do několika typů 
(obr. 2.4), z nichž cyklus na obrázku b) označujeme jako míjivý v tlaku, f) míjivý v tahu a d) 
symetrický. 
 
 
Obrázek 2.4: Typy harmonických cyklů 
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2.2. Stádia únavového procesu 
Podle typu nevratných změn, způsobených cyklickou plastickou deformací, je možno 
únavový proces dělit do dvou časově následujících a do jisté míry se překrývajících stádií: 
 
a) změny mechanických vlastností 
b) porušování soudržnosti materiálu.  
2.2.1. Stádium změny mechanických vlastností 
V tomto stádiu [2] nastávají změny v celém objemu zatěžovaného materiálu. Mění se 
konfigurace mřížkových struktur a v důsledku toho dochází ke změnám mechanických 
vlastností. Na základě experimentů je dokázáno, že změny mechanických i ostatních 
fyzikálních vlastností mají sytící charakter. K nejvýznamnějším změnám dochází na počátku 
cyklického zatěžování a po poměrně malém počtu cyklů se vlastnosti prakticky nemění 
O změnách mechanických vlastností při cyklickém zatěžování vypovídají hysterezní smyčky. 
Tyto smyčky popisují závislost napětí na poměrném přetvoření σሺεሻ při jednoosé napjatosti 
pro jednu řízenou veličinu, např. σୟ = konst. (obr. 2.5). Po dosažení nasyceného stavu se již 
hysterezní smyčka dále nemění.  
 
 
Obrázek 2.5: Hysterezní smyčka pro zatěžování s konstantní amplitudou napětí 
 
Na obr. 2.6 je zakreslena nasycená hysterezní smyčka, εୟ, εୟ,ୣ εୟ,୮ jsou amplitudy celkového, 
elastického a plastického poměrného přetvoření. 
 
Obrázek 2.6: Nasycená hysterezní smyčka 
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Spojíme-li body obratu C nasycených hysterezních smyček pro různé amplitudy σୟ (resp. εୟ), 
získáme cyklickou křivku napětí-deformace (obr 2.7), která je důležitou materiálovou 
charakteristikou při cyklickém zatěžování v pružně plastickém stavu materiálu. 
 
Obrázek 2.7: Cyklická křivka napětí-deformace 
 
Velký význam pro popis chování materiálu při cyklickém zatěžování má vzájemná poloha 
monotónní (získané z jednoosé tahové zkoušky) a cyklické křivky napětí–deformace. Leží-li 
monotónní křivka napětí-deformace pod cyklickou křivkou (obr. 2.8a), jde o případ 
cyklického zpevnění, opačném případě jde o cyklické změkčení (obr. 2.8b). Cyklické 
zpevnění je charakteristické pro materiály žíhané, cyklické změkčení naopak pro materiály 
technologicky zpevněné ) [2]. 
 
 
Obrázek 2.8: Cyklické zpevňování a změkčování materiálu 
2.2.2. Porušování soudržnosti materiálu 
Tento proces se skládá z nukleační fáze a z fáze stabilního a nestabilního šíření trhliny (obr. 
2.9). Někdy může také obsahovat fázi klidového stavu trhliny, kdy se při namáhání nemění 
tvar ani velikost trhliny.  
 
Obrázek 2.9: Schéma lomové plochy 
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Z experimentů bylo zjištěno, že k nukleaci trhlin u homogenních materiálů dochází vždy na 
volném povrchu, nejčastěji v místech s koncentrací cyklické plastické deformace. Přímé 
pozorování povrchu materiálu ukázalo, že existují tři typy nukleačních míst [1]: 
 
‐ únavová skluzová pásma- nejčastěji se vyskytující typ, dochází k nukleaci trhliny 
v místě inkluze, která působí jako koncentrátor napětí a iniciuje další skluz v kořeni 
inkluze, 
 
‐ hranice zrn- zejména v případech za zvýšené teploty, 
 
‐ rozhraní mezi inkluzemi a matricí- u vícefázových materiálů. 
 
Fáze stabilního šíření trhliny začíná vznikem mikrotrhlin ležících podél skluzových rovin 
s největším smykovým napětí, které svírají při jednoosém namáhání úhel 45° vzhledem 
k vektoru vnějšího zatížení. V průběhu dalšího cyklického zatěžování se trhliny propojují a 
rostou do hloubky. S narůstající délkou se trhliny postupně odklání do směru kolmého ke 
směru největšího hlavního napětí. V této fázi se již dále šíří zpravidla jen jedna dominantní 
(magistrální) trhlina v celém zatěžovaném objemu. Pokud je zapotřebí pro další šíření trhliny 
dodávat energii, jedná se o stabilní šíření. V případě nestabilního šíření se trhlina zvětšuje 
samovolně až do lomu. 
ÚMTMB FSI VUT V BRNĚ    BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
18 
 
3. ŽIVOTNOST PŘI JEDNOOSÉM NAMÁHÁNÍ 
Pro posuzování únavy materiálů při jednoosém cyklickém namáhaní slouží nejčastěji 
Wöhlerova křivka (obr. 3.1) [4]. Tato křivka udává závislost amplitudy napětí  σୟ na počtu 
kmitů do lomu Nf. Pro N୤ ൒ 10଻ je zřejmé, že sklon křivky σୟ(Nf) je zanedbatelný a můžeme 
jako mez únavy materiálu σୡ uvažovat amplitudu napětí, u které nastane lom po 10଻kmitů. 
Nepřesáhne-li amplituda u souměrného cyklu mez únavy materiálu σୡ, uvažujeme zde 
neomezenou životnost. 
Na Wöhlerově křivce je možné vymezit oblasti s různými mechanismy poškozování. Pokud 
nastane lom po méně jak 100 kmitech, jedná se o oblast kvazistatickou, lom má charakter 
statického tahového lomu a nejedná se o lom únavový. Při  10ଶ ൏ ୤ܰ ൏ 10ହ se jedná o oblast 
nízkocyklické únavy, plastická deformace zde vzniká v celém objemu tělesa. Při větším 
počtu kmitů do lomu se nacházíme v oblasti vysokocyklické únavy, kde je plastická 
deformace soustředěna v okolí vznikajících trhlin.   
 
Obrázek 3.1: Wöhlerova křivka 
 
U nesymetrického harmonického zatěžování se pro určení únavové životnosti zvolí jeden 
parametr stálý (např. σ ୫) a určuje se obdobně jako u Wöhlerovy křivky závislost amplitudy 
napětí  σୟ na počtu kmitů do lomu Nf. Výsledné hodnoty se nanesou např. do  Haighova 
diagramu (obr. 3.2), který určuje pro sledovanou životnost závislost amplitudy na středním 
napětí. 
 
Obrázek 3.2: Haighův diagram 
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Wöhlerova křivka se používá jako materiálová charakteristika jen pro oblast vysokocyklické 
únavy, protože napětí (smluvní) je vztaženo k počáteční ploše průřezu a v oblasti 
nízkocyklické únavy by se díky makroplastické deformaci smluvní hodnota velmi lišila od 
hodnoty skutečné. Vhodnější charakteristikou v oblasti nízkocyklické únavy je Manson-
Coffinova křivka [2] udávající závislost amplitudy celkového poměrného přetvoření εୟ na 
počtu kmitů do lomu Nf  (obr. 3.3). Amplituda celkového poměrného přetvoření se skládá 
z elastické εୟ,ୣ a plastické εୟ,୮ složky amplitudy poměrného přetvoření. Manson-Coffinovu 
křivku lze popsat vztahem:  
 
                                             εୟ ൌ εୟ,ୣ ൅ εୟ,୮ ൌ
஢౜´
E
ሺ2N୤ሻୠ ൅ ε୤´ሺ2N୤ሻୡ,                                  (1) 
 
kde E je modul pružnosti v tahu a σ୤´,ε୤´,c,b jsou materiálové konstanty určené 
experimentálně. 
Pro případ smykového namáhání přehází předcházející vztah do tvaru [5]: 
 
  γୟ ൌ γୟ,ୣ ൅ γୟ,୮ ൌ
த౜´
G
ሺ2N୤ሻୠಋ ൅ γ୤´ሺ2N୤ሻୡಋ,                                (2) 
 
kde γୟ, γୟ,ୣ,γୟ,୮ jsou amplitudy celkového, elastického a plastického úhlového přetvoření, G je 
modul pružnosti ve smyku a τ୤´, γ୤´, cஓ, bஓ jsou materiálové konstanty. 
 
 
Obrázek 3.3: Manson-Coffinova křivka 
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4. VÍCEOSÉ NAMÁHÁNÍ 
Většina strojních součástí je zatěžována kombinovaným namáháním, jehož důsledkem je 
vznik víceosé napjatosti. Napjatost v bodě tělesa můžeme jednoznačně matematicky popsat 
tenzorem napětí T஢ [6]. 
  
                                                       T஢ ൌ ൥
σ୶ τ୷୶ τ୸୶
τ୶୷ σ୷ τ୸୷
τ୶୸ τ୷୸ σ୸
൩,                                                                                  (3) 
 
kde σ୶, σ୷, σ୸ jsou normálová napětí a τ୶୷=τ୷୶, τ୷୸=τ୸୷, τ୶୸=τ୸୶ jsou napětí smyková. 
Grafické znázornění jednotlivých napětí působících v elementárním prvku demonstruje obr. 
4.1. 
 
 
Obrázek 4.1: Znázornění napjatosti v elementárním prvku tělesa 
 
Tenzor napětí je možno rozdělit na deviátor napětí TD a na rovnoměrný tenzor napětí TV: 
 
                                              TD ൌ ൥
σ୶ െ σ଴ τ୶୷ τ୶୸
τ୶୷ σ୷ െ σ଴ τ୸୷
τ୶୸ τ୷୸ σ୸ െ σ଴
൩,                                        (4) 
 
                                                           TV ൌ ൥
σ଴ 0 0
0 σ଴ 0
0 0 σ଴
൩,                                                                                 (5) 
 
kde rovnoměrná složka napětí  σ଴ ൌ ሺσ୶ ൅ σ୷ ൅ σ୸)/3. 
Mnohdy může být výhodné vyjádřit tenzor napětí v hlavním souřadném systému, ve kterém 
jsou všechny mimodiagonální souřadnice (smyková napětí) rovny nule.  
 
                                                           T஢ ൌ ൥
σଵ 0 0
0 σଶ 0
0 0 σଷ
൩,                                                                                 (6) 
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σଵ,ଶ,ଷ se nazývají hlavní napětí a jsou to kořeny charakteristické rovnice : 
 
σ୧ଷ െ Iଵσ୧
ଶ൅Iଶσ୧
ଷ െ Iଷ ൌ 0,                                               (7) 
 
kde  Iଵ,ଶ,ଷ jsou invarianty tenzoru napětí (nezávisejí na volbě souřadného systému) a σ୧ jsou 
hlavní napětí. 
Velký význam pro určování mezních stavů má tzv. oktaedrická rovina, která svírá s osami 
hlavních napětí σଵ,ଶ,ଷ stejné úhly. Vztah pro velikost smykového napětí τ୭୩୲v oktaedrické 
rovině τ୭୩୲ má tvar:  
 
τ୭୩୲ୀ
ଵ
ଷ
ට൫σ୶ െ σ୷൯
ଶ
൅ ሺσ୶ െ σ୸ሻଶ ൅ ሺσ୷ െ σ୸ሻଶ ൅ 6ሺτ୶୷ଶ ൅ τ୶୸ଶ ൅ τ୷୸ଶሻ.           (8) 
 
Normálové napětí v oktaedrické rovině se nazývá hydrostatické napětí σ୦  a má velikost:  
 
σ୦ ൌ ሺσଵ ൅ σଶ ൅ σଷ)/3 ൌ ሺσ୶ ൅ σ୷ ൅ σ୸)/3.                                    (9) 
 
U víceosého namáhání lze únavový cyklus popsat pomocí zatěžovací cesty, tedy uzavřené 
trajektorie v napěťovém prostoru. Proporcionální zatěžování nastává, je-li poměr mezi 
napětím normálovým a smykovým konstantní (obr. 4.2a), jinak se jedná o zatěžování 
neproporcionální (obr 4.2b) [7]. U neproporciálního zatěžování se poměr normálového a 
smykového napětí podél zatěžovací cesty mění, poměr amplitud ale zůstává konstantní. 
 
 
Obrázek 4.2: Zatěžování a) proporcionální a b) neproporcionální 
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5. MULTIAXIÁLNÍ KRITÉRIA 
V případě víceosého únavového zatěžování již nelze pro odhad životnosti použít jednoosá 
kritéria, ale kritéria multiaxiální. Tato kritéria se dělí do různých kategorií podle toho, jakých 
parametrů využívají pro určení životnosti.  
5.1. Kritéria napěťová 
Tato kritéria jsou vhodná spíše pro vysokocyklickou únavu [5], při které je těleso 
makroskopicky v elastickém stavu a hysterezní smyčka je velmi úzká. Lokální plastickou 
deformaci, která řídí růst trhliny lze jednoznačně určit z okolní elastické deformace a o 
životnosti tedy rozhodují napětí. 
Napěťová kritéria vychází z koncepce rozdělení napěťového prostoru na oblast bezpečnou a 
nebezpečnou. Bezpečná část obsahuje počátek a je od nebezpečné části oddělena mezní 
křivkou, kterou popisují jednotlivá kritéria. Tato křivka představuje hranici, která sdružuje 
takové kombinace napětí, které vedou ke stejné životnosti. 
5.1.1. Kritéria založená na empirických vztazích 
Gough-Pollardovo kritérium 
Jedná se o kritérium empirické [8], které jako ostatní empirická kritéria vychází z podobnosti 
mezi statickou a únavovou pevností a jeho použitelnost je omezena na podobné napjatostní 
vztahy, ze kterých bylo odvozeno.  
Gough zatěžoval materiály kombinací ohybu a krutu v různých poměrech pro získání meze 
únavy kombinovaného namáhání.  Pro tvárné materiály Gough formuloval vztah: 
 
ቀ஢౗
஢ౙ
ቁ
ଶ
+  ቀத౗
தౙ
ቁ
ଶ
=1,                                                      (10) 
 
kde  σୡ (τୡ) je mez únavy v ohybu (krutu). Pro případ křehkých materiálů lépe vyhovuje 
vztah: 
 
ቀ஢౗
஢ౙ
ቁ
ଶ
ቀ஢౗
தౙ
െ 1ቁ + ஢౗
஢ౙ
ቀ2 െ ஢౗
தౙ
ቁ ൅  ቀத౗
தౙ
ቁ
ଶ
=1.                                    (11) 
 
Empirická kritéria uvádějí do vzájemného vztahu výsledky multiaxiálních únavových 
experimentů s mezními podmínkami odvozenými pro statické namáhání. 
Nejčastěji používanými kritérii [1] jsou: 
 
- kritérium maximálního hlavního napětí, které pro cyklické zatížení může být 
vyjádřeno ve tvaru: 
   ∆σୣ୯ ൌ ∆σଵ                                                           (12) 
 
- kritérium maximálního napětí, pro cyklické zatížení vede ke vztahu: 
 
∆τ ൌ
∆஢౛౧
ଶ
ൌ ∆஢భି∆஢య
ଶ
                                                     (13) 
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- podmínka HMH, pro cyklické zatížení: 
 
∆σୣ୯ ൌ
ଵ
√ଶ
ඥሺ∆σଵ െ ∆σଶሻଶ ൅ ሺ∆σଶ െ ∆σଷሻଶ ൅ ሺ∆σଷ െ ∆σଵሻଶ.                    (14) 
 
Tato kritéria jsou platná pouze pro případ proporcionálního nebo synchronního zatěžování. 
Sinesovo kritérium 
Sines [9] uvažuje jako kritérium únavového porušení smykové napětí v oktaedrické rovině a 
bere v úvahu, že střední hydrostatické napětí silně ovlivňuje životnost. Matematicky lze toto 
kritérium popsat ve tvaru: 
 
∆த౥ౡ౪
ଶ
൅  αሺ3σ୦ሻ ൌ β                                                    (15) 
 
a po dosazení z rovnice (8) a (9) dostaneme 
 
1
6
ට൫∆σ୶ െ ∆σ୷൯
ଶ
൅ ሺ∆σ୶ െ ∆σ୸ሻଶ ൅ ሺ∆σ୷ െ ∆σ୸ሻଶ ൅ 6ሺ∆τ୶୷
ଶ ൅ ∆τ୶୸
ଶ ൅ ∆τ୷୸
ଶሻ 
൅ α൫σ୫୶ ൅ σ୫୷ ൅ σ୫୸൯ ൌ β, 
 
kde α, β jsou materiálové konstanty a  σ୫୶,  σ୫୷,  σ୫୸ jsou složky středního normálového 
napětí. 
5.1.2. Kritéria vycházející z kritické roviny 
 
Tato kritéria jsou založena na nalezení roviny, ve které je maximální smykové napětí resp. 
příslušná lineární kombinace normálového a smykového napětí maximální. 
Findleyovo kritérium 
Kritickou rovinou je rovina, kde součet maximálních hodnot smykového a normálového 
napětí dosahuje maxima. Kritérium [10] je vyjádřeno lineární kombinací normálového napětí  
σ୬୭ a amplitudy smykového napětí  
∆த
ଶ
 v kritické rovině: 
 
ቀ∆த
ଶ
൅ kσ୬୭ቁ
୫ୟ୶
ൌ f,                                                     (16) 
 
kde k,f jsou materiálové charakteristiky. Konstanta k se určuje experimentálně ze dvou 
únavových testů při různém zatěžování (pro tvárné materiály je její velikost přibližně 0.2-3). 
Pro namáhání krutem lze kritérium vyjádřit ve tvaru: 
 
√1 ൅ kଶ ∆த
ଶ
ൌ f,                                                         (17) 
 
pro namáhání ohybem můžeme použít vztah: 
 
ඥሺሺσୟሻଶ ൅ kଶሺσ୫ୟ୶ሻଶሻ ൅ kσ୫ୟ୶ ൌ 2f.                                      (18) 
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McDiarmidovo kritérium 
McDiarmidovo kritérium [11] je podobné kritériu od Findleyho, na rozdíl od něj ale definuje 
kritickou rovinu jako rovinu s maximální amplitudou smykového napětí: 
 
∆தౣ౗౮
ଶதC A,B
 + ஢౤౥,ౣ౗౮
ଶ஢౦
 =1,                                                       (19) 
 
kde ߪ௣ je mez pevnosti v tahu, σ୬୭ ,୫ୟ୶ je maximální normálové napětí v kritické rovině a 
τC A,B je únavová pevnost ve smyku v závislosti na způsobu šíření trhliny (obr. 5.1). V případě 
A působí smykové napětí na volném povrchu v módu II, v případě B je na povrchu čelo 
trhliny zatěžováno v módu III [12]. 
 
Obrázek 5.1: Způsoby šíření trhliny 
Dang Vanovo kritérium 
Dang Van [13] uvažuje na rozdíl od ostatních kritérií tzv. mezoskopické přiblížení, kde jsou 
předmětem zkoumání krystalická zrna, ve kterých se lokální hodnoty napětí můžou velmi lišit 
od hodnot makroskopických, protože z mikrostrukturního pohledu již není materiál izotropní 
ani homogenní. Nukleace únavových trhlin nastává ve skluzových pásmech vnitřních zrn, 
proto má hodnota mikroskopického smykového napětí (vnitřní pnutí) velký vliv na únavovou 
životnost, stejně jako hodnota mikroskopického hydrostatického napětí, které rozevírá trhlinu. 
Za kritickou rovinu je pokládána rovina s maximálním mikroskopickým smykovým napětím. 
Kritérium lze nejjednodušeji popsat jako lineární kombinaci amplitudy okamžitého 
mikroskopického smykového τതୟ a hydrostatického σ୦ሺtሻ napětí v kritické rovině (obr. 5.2): 
 
τതୟ,୫ୟ୶  ൅  nσ୦ሺtሻ ൌ m,                                                  (20) 
 
kde n,m jsou materiálové konstanty. 
 
Obrázek 5.2: Grafické znázornění Dang-Vanova kritéria pro případ predikující neomezenou 
životnost  
 
ÚMTMB FSI VUT V BRNĚ    BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
25 
 
Výsledný tenzor mikroskopického napětí Tഥ஢ lze vyjádřit pomocí hodnoty tenzoru 
makroskopického napětí T஢ a deviátoru reziduálního napěťového tenzoru TDכ: 
 
Tഥ஢  ൌ T஢ ൅ TD
כ.                                                        (21) 
 
5.2. Kritéria energetická 
Tato kritéria, využitelná spíše v oblasti nízkocyklické únavy, jsou založena na předpokladu, 
že o životnosti rozhoduje celková deformační práce akumulovaná do okamžiku lomu, 
jednomu cyklu odpovídá akumulovaná práce, která je úměrná ploše hysterezní smyčky. Díky 
skalární povaze energie však kritéria nerozlišují způsob iniciace trhliny ani kritickou rovinu 
šíření [5].  
Morrowovo kritérium 
Z tohoto kritéria [14], platného pouze pro jednoosé namáhání (v tahu-tlaku), vychází většina 
dalších energetických kritérií. Morrow uvažuje jako hnací sílu nukleace a růstu únavových 
trhlin plastickou prací během jednoho cyklus ∆W୮, kterou lze přibližně popsat pomocí 
rozkmitu napětí ∆σ a plastické deformace ∆ε୮: 
 
∆W୮ ൌ ∆σ∆ε୮ ଵି୬´
ଵା୬´
,                                                     (22) 
 
kde exponent únavové životnosti n´=b/c a b,c jsou materiálové charakteristiky. Vztah mezi 
∆W୮a únavovou životností N୤ lze pak popsat vztahem: 
 
∆W୮ ൌ 4σ୤´ε୤´
ୡିୠ
ୡାୠ
ሺ2N୤ሻୠାୡ,                                              (23) 
 
kde σ୤´ je koeficient únavové pevnosti, ε୤´ je součinitel únavové tažnosti. Z kritéria vyplývá, 
že celková energie akumulovaná do lomu není materiálová konstanta, ale s počtem cyklů se 
její hodnota zvyšuje. 
Garudovo kritérium 
Pro určení víceosé únavové životnosti Garud [15] využil Morrowovo kritérium. Při obecném 
víceosém zatěžování lze vypočítat plastickou práci během jednoho cyklu ∆Wୡ : 
 
∆Wୡ ൌ ׬ ൫σ୧୨dε୧୨୮൯ୡ୷୩୪୳ୱ ,                                                 (24) 
 
kde σ୧୨ a ε୧୨ jsou tenzory napětí a deformace, v případě proporciálního namáháním tahem a 
krutem platí:   
 
∆Wୡ ൌ ∆σ∆ε୮
ଵି୬´
ଵା୬´
൅ ξ∆τ∆γ୮ ଵି୬´
ଵା୬´
,                                         (25) 
 
kde ∆γ୮ je rozkmit plastické smykové deformace. Zatěžující faktor ξ vyjadřuje schopnost 
materiálu odolávat práci smykových sil. Často se jeho hodnota pro všechny materiály volí 0.5. 
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Ellyinovo kritérium 
Ellyin [16] zvolil jako základ svého kritéria celkovou energii napjatosti za jeden cyklus ∆W୲, 
která se skládá z plastické deformační energie ∆W୮ a kladné elastické deformační energie 
∆Wୣା (obr 5.3): 
 
∆W୲ ൌ ∆W୮ ൅ ∆Wୣା.                                                (26) 
 
 
Obrázek 5.3: Plastická a kladná elastická deformační práce 
 
Pro případ dvouosého neproporciálního zatěžování lze ∆W୲ vyjádřit jako: 
 
∆W୲ ൌ ׬ σ୧୨
୲ାT
୲ dε୧୨
୮ ൅ ׬ Hሺσ୧ሻHሺ
୲ାT
୲ dε୧
ୣሻσ୧dε୧ୣ,                             (27) 
 
kde t je čas a T je perioda cyklu, funkce H(x)=1 pro x ൒ 0 a H(x)=0 pro x ൏ 0, σ୧ je hlavní 
napětí a ε୧ୣ je elastická část hlavní deformace. Výsledný podoba kritéria má tvar: 
 
∆W౪
஡ഥ
െ C ൌ ՅN୤
஑,                                                       (28) 
 
C, α, Յ jsou materiálové konstanty, které se určující z výsledků jednoosé zkoušky. Parametr ρത 
nabývá hodnoty 1 v případě jednoosého zatěžování a hodnoty 1+ µ (1- µ) pro případ 
kombinace ohybu a krutu (dvojosého tahu), µ je Poissonův poměr. 
 
5.3. Deformační kritéria vycházející z kritické roviny 
Kritéria vycházející z kritické roviny odhadují únavovou životnost pomocí parametrů, které 
mají rozhodující vliv na šíření trhliny v rovinách zatížených tahem nebo smykem.  
Brown-Millerovo kritérium 
Podobně jako Findley u vysokocyklické únavy došli Brown a Miller [17] k závěru, že 
cyklická smyková deformace iniciuje trhlinu a normálová deformace pomáhá při jejím šíření. 
Dle způsobu šíření trhliny navrhli rozlišovat případ A a B (viz. McDiarmidovo kritérium). Pro 
oba případy šíření trhliny Brown a Miller navrhli rozdílná kritéria: 
 
                                        případ A:  ቀ∆ஓ
୥
ቁ
୨
൅ ቀ∆க౤
୦
ቁ
୨
ൌ 1,                                                 (29) 
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                        případ B:         ∆ஓ
ଶ
ൌkonst.,                                                       (30) 
 
kde ∆ε୬ je rozkmit normálové deformace v rovině maximálního rozkmitu smykové 
deformace, g a h jsou materiálové konstanty a j nabývá hodnot 1 pro křehké materiály a 2 pro 
tvárné materiály. 
Fatemi-Socieho kritérium 
Kritérium [18] vychází z Brown-Millerova kritéria, ale místo normálové deformace uvažuje 
při posuzování únavové životnosti maximální normálové napětí σ୬୭,୫ୟ୶: 
 
∆ஓ
ଶ
ቀ1 ൅ ୳
஢ౡ
σ୬୭,୫ୟ୶ቁ ൌ
தᇲ౜
G
ሺ2N୤ሻୠஓ ൅ γԢ୤ሺ2N୤ሻୡஓ,                              (31) 
 
kde citlivost materiálu ke vlivu normálového napětí je zohledněna poměrem koeficientu u a 
meze kluzu σ୩ (obvykle u=1 a platí σ୩ ൌ σ୤´).   
Smith-Watson-Topperovo (SWT) kritérium 
Předchozí dvě kritéria předpokládala iniciaci a růst trhliny v rovině s maximálním smykovým 
napětím. Pro posuzování únavové životnosti materiálů, ve kterých k růstu trhliny dochází 
převážně v rovině s největším normálovým napětím, je nezbytné použít SWT kritérium [5]: 
 
σ୬,୫ୟ୶
∆கభ
ଶ
ൌ ஢
ᇲ
౜
మ
E
ሺ2N୤ሻଶୠ ൅ σᇱ୤εԢ୤ሺ2N୤ሻୠାୡ,                                  (32) 
 
kde ∆εଵ je rozkmit hlavní deformace.  
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6. ZÁVĚR 
V bakalářské práci jsou uvedena pouze některá z používaných kritérií víceosé únavové 
životnosti. V současné době existuje ještě řada dalších kritérii, jedním z nejčastěji 
používaných kritérií je Papadopoulusovo kritérium [19], které je integrálním zobecněním 
Dang Vanova kritéria. Dosud však zatím žádné kritérium nedokáže univerzálně popsat 
víceosou únavovou životnost a je proto nutno do budoucna tuto problematiku dále studovat a 
pokusit se nalézt co možná nejkomplexnější kritérium [7]. 
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SEZNAM SYMBOLŮ 
σሺtሻ          - časový průběh napětí [MPa] 
ω        - úhlová rychlost [radൈs-1] 
f             - frekvence [s-1] 
T    - perioda [s] 
t   - čas [s] 
σ୫ - střední napětí [MPa] 
σ୦  - horní napětí [MPa] 
σ୬  - dolní napětí [MPa] 
σୟ    - amplituda napětí [MPa] 
∆σ   - rozkmit napětí [MPa] 
R  - koeficient nesouměrnosti cyklu  [-] 
Nf     - počet kmitů do lomu  [-] 
σୡ  - mez únavy [MPa] 
εୟ , εୟ,ୣ, εୟ,୮  - celková, elastická a plastická složka amplitudy poměrného přetvoření  [-] 
E  - modul pružnosti v tahu [MPa] 
σ୤´  - koeficient únavové pevnosti [MPa] 
ε୤´  - součinitel únavové tažnosti [-] 
c    - exponent cyklické tažnosti [-] 
b   - exponent cyklické pevnosti [-] 
γୟ, γୟ,ୣ, γୟ,୮  - amplitudy celkového, elastického a plastického úhlového přetvoření [-] 
G    - modul pružnosti ve smyku [MPa] 
τ୤´  - koeficient únavové pevnosti pro smyk [MPa] 
γ୤´  - součinitel únavové tažnosti pro smyk [-] 
cஓ  - exponent cyklické tažnosti pro smyk [-] 
bஓ  - exponent cyklické pevnosti pro smyk [-] 
T஢, σ୧୨   - tenzor napětí [MPa] 
σ୶, σ୷, σ୸ - normálová napětí [MPa] 
τ୶୷,  τ୷୸, τ୸୶    - smyková napětí [MPa] 
TD  - deviátor napětí [MPa] 
TV    - rovnoměrný tenzor napětí [MPa] 
σ଴  - rovnoměrná složka napětí [MPa]   
σଵ,ଶ,ଷ, σ୧   - hlavní napětí [MPa] 
Iଵ,ଶ,ଷ  - invarianty tenzoru napětí [-] 
τ୭୩୲  - smykové napětí v oktaedrické rovině [MPa] 
σ୦   - hydrostatické napětí [MPa] 
τୡ  - mez únavy v krutu [MPa] 
σୣ୯ - ekvivalentní napětí [MPa] 
α   - koeficient Sinesova kritéria [-] 
β  - konstanta Sinesova kritéria [MPa] 
σ୫୶,  σ୫୷,  σ୫୸   - složky středního normálového napětí [MPa] 
σ୬୭  - normálové napětí v kritické rovině [MPa]  
k  - součinitel Findleyova kritéria [-] 
f  - konstanta Findleyova kritéria [MPa] 
σ୫ୟ୶                    - maximální hodnota normálového napětí [MPa] 
σ୮ - mez pevnosti v tahu [MPa] 
σ୬୭,୫ୟ୶  - maximální normálové napětí v kritické rovině [MPa] 
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∆τ୫ୟ୶  - maximální hodnota rozkmitu smykového napětí [MPa] 
τC A,B  - únavová pevnost ve smyku v závislosti na způsobu šíření trhliny [MPa] 
τതୟ  - amplituda okamžitého mikroskopického smykového napětí [MPa] 
σ୦ሺtሻ   - okamžité mikroskopické hydrostatické napětí [MPa] 
m  - konstanta Dang Vanova kritéria [MPa] 
n   - součinitel Dang Vanova kritéria [-] 
Tഥ஢   - tenzor mikroskopického napětí  [MPa] 
TD
כ   - deviátor reziduálního napěťového tenzoru [MPa] 
∆W୮, ∆Wୡ    - plastická práce během jednoho cyklu [J] 
∆ε୮ - rozkmit plastické deformace [-] 
n´  - exponent únavové životnosti [-]  
ξ    - zatěžující faktor [-] 
∆W୲  - celková energie napjatosti za jeden cyklus [J] 
∆Wୣା, ∆W୮    - kladná elastické a plastická deformační energie [J] 
ε୧ୣ  - elastická část hlavní deformace [-] 
ε୧୨   - tenzor deformace [-] 
σ୧      - hlavní napětí [MPa] 
C    - konstanta Ellyinova kritéria [MPa] 
Յ  - koeficient Ellyinova kritéria [-] 
α  - exponent Ellyinova kritéria [-] 
µ  - Poissonův poměr [-] 
∆ε୬  - rozkmit normálové deformace v kritické rovině [-] 
g, h  - koeficienty Brown-Millerova kritéria [-] 
j   - exponent Brown-Millerovo kritérium [-] 
u  - koeficient Fatemi-Socieho kritéria [-] 
∆εଵ  - rozkmit hlavní deformace [-] 
σ୩   - mez kluzu [MPa] 
 
